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最尤法による非負寄与を与えるケミカルマスバランス法 

 

花石竜治 

 

 

環境汚染における発生源寄与解析手法であるリセプターモデルのケミカルマスバランス (CMB) 法に、計算

手法として最尤法を適用した例を取り上げる。最尤法は尤度関数を最大とする確率変数を求める方法である。最

尤法の解法のうち、非負拘束を制約条件とした場合の非線形最適化解法の一つが「主双対内点法」である。本論

文では、主双対内点法により CMB を解く機能を表計算ソフトのマクロとして作成した計算手法について紹介す

る。 
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１．緒言 

ケミカルマスバランス法 (CMB) は、リセプタ

ーモデルにおいて、発生源から環境の測定点へ、

元素や難分解性化合物の化学種がその組成を保持

しながら到達すると考え、発生源からの寄与の線

形和（重ね合わせ）によって環境測定点における

化学種の濃度が決まるとし、これにより環境問題

における発生源寄与を求める方法である。 

CMB 計算を重ね合わせの逆と解釈すれば、最小

二乗法が計算手法として選択されることは、想像

に難くない。この手法のうち、発生源側の測定誤

差および環境側の測定誤差の両方を考慮できる有

効分散最小二乗法 (EV) 1) は多用され、現在も米

国環境保護局 (EPA) の公認解析手法 2) となって

いる。 

今般のコンピュータ技術の進展により、より高

度な計算を手軽に行うことができる時代となって、

我が国の柏木らが新しい CMB 法を開発した。そ

れらには、関数関係解析を利用した最尤法 3),4) と

ともに、CMB 計算の中で最も計算量の多い「ベイ

ズ統計」による方法 5),6) も含まれる。これらの計

算手法の開発は、従来法の最小二乗法が物理的に

解釈不可能な負の寄与を与える可能性があること
7) が動機となっているようである。 

筆者らが 2016 年度に公表した非負拘束有効分

散最小二乗法 8) は、負の発生源寄与を与えない方

法ではあるが、そのアルゴリズムは、EV の選択肢

である「負の寄与の発生源除去」法とほぼ一致す

る解を与える。 

本論文では、柏木らが提案した「最尤法」

(Maximum Likelihood Method) による CMB 計算手

法を、近年の数値計算環境の改善で取り組みやす

くなった最適化数学の知見を取り入れて改良し、

従来法と同様に表計算ソフト上で完結するソフト

ウェアとしたので紹介する。 

 

２．理論 

2.1 CMB計算への最尤法の適用 

CMB 計算の前提を次のとおりとする。 

① 発生源からの寄与が線形和（重ね合わせ）であ

る 

② 環境の化学種濃度の偶然誤差が正規分布をな

す 

 

ここで、化学種 𝑖 について、環境濃度が 𝑦𝑖、発

生源 𝑗 でのその化学種濃度が 𝑥𝑖𝑗、発生源寄与が 

𝑔𝑗、真の発生源濃度が 𝜁𝑖𝑗  であるとする。 

いま環境濃度の偶然誤差の分散が実験的に求め

られており、誤差分散 𝜎𝑦𝑖
2  で正規分布をなすと仮

定すれば、発生源プロファイルの不確かさを考慮

しない場合（𝜁𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗）、尤度 𝐿(𝒈) は 

 

𝐿(𝒈) ∝ ∏ exp [−
(𝑦𝑖 − ∑ 𝜁𝑖𝑗𝑔𝑗𝑗 )

2

2𝜎𝑦𝑖
2

]

𝑖

 

･･･(1) 

 

と表せる 3)。この尤度を最大化する確率変数 𝑔𝑗 

の真値を求めることが最尤法である。 
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2.2 最尤法と非線形最適化 9) 

 尤度 𝐿(𝒈) の最大化は、それらの対数尤度の最

大化と等価であり、式 (2) で表す関数 𝑓(𝒈) の最

小化に帰着される。 

 

𝑓(𝒈) = ∑
(𝑦𝑖 − ∑ 𝜁𝑖𝑗𝑔𝑗𝑗 )

2

2𝜎𝑦𝑖
2

𝑖

 

･･･(2) 

 

 さらに、不等号制約条件として、式 (3) で表す

とおり、寄与 𝑔𝑗 がすべて非負と仮定する。 

 

∀ 𝑔𝑗 ≥ 0 

･･･(3) 

 

 この問題は、式 (2) が非線形であり、また不等

式 (3) による制約条件が存在するので、「不等号

制約条件がある場合の非線形最適化」に帰着され

る 10)。 

 

2.3 主双対内点法による解 

 「不等号制約条件がある場合の非線形最適化」

の解法の一つである「主双対内点法」の適用に必

要な数式を導出する。 

ヘッセ行列の要素 ∇𝑔𝑔
2 𝑓(𝒈)𝑘𝑚、勾配ベクトルの

要素 ∇𝑔𝑓(𝒈)𝑘 は次式に示すとおりとなる。 

 

∇𝑔𝑔
2 𝑓(𝒈)𝑘𝑚 =

𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔𝑘𝜕𝑔𝑚

= ∑
𝜁𝑖𝑘𝜁𝑖𝑚

𝜎𝑦𝑖
2

𝑖

 

∇𝑔𝑓(𝒈)𝑘 =
𝜕𝑓(𝒈)

𝜕𝑔𝑘

= − ∑
(𝑦𝑖 − ∑ 𝜁𝑖𝑗𝑔𝑗𝑗 )𝜁𝑖𝑘

𝜎𝑦𝑖
2

𝑖

 

 

行列・ベクトルの方程式は以下のとおりである。

ここで、𝑛𝑠𝑜 は発生源の数である。 

 

𝑩𝒍,𝒈 =

[
 
 
 
 
 
 

𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔1
2 ⋯

𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔1𝜕𝑔𝑛𝑠𝑜

⋮
𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔𝑘𝜕𝑔𝑚

⋮

𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔𝑛𝑠𝑜𝜕𝑔1

⋯
𝜕2𝑓(𝒈)

𝜕𝑔𝑛𝑠𝑜
2 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

𝝁𝒈
𝒍 = diag(𝜇𝑔,1

𝑙 , 𝜇𝑔,2
𝑙 , ⋯ , 𝜇𝑔,𝑛𝑠𝑜

𝑙 ) 

= [

𝜇𝑔,1
𝑙 0 0

0 ⋱ 0
0 0 𝜇𝑔,𝑛𝑠𝑜

𝑙
] 

 

𝑮𝒍 = diag(𝑔1
𝑙 , 𝑔2

𝑙 , ⋯ , 𝑔𝑛𝑠𝑜
𝑙 ) 

= [
𝑔1

𝑙 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑔𝑛𝑠𝑜

𝑙
] 

 

解くべき連立方程式は式 (4) である 10)-12)。 

 

[
𝑩𝒍,𝒈 −𝑰

𝝁𝒈
𝒍 𝑮𝒍 ] [

𝚫𝑮𝒍

𝚫𝝁𝒈
𝒍 ] = [

−𝛁𝒈𝑓(𝒈)

𝑊𝟏 − 𝑮𝒍𝝁𝒈
𝒍 ] 

…(4) 

ここで、∆ を増分の記号として、 

 

𝚫𝑮𝒍 = [Δ𝑔1
𝑙 , Δ𝑔2

𝑙 , ⋯ , ∆𝑔𝑛
𝑙 ]𝑇 

𝚫𝝁𝒈
𝒍 = [Δ𝜇𝑔,1

𝑙 , Δ𝜇𝑔,2
𝑙 , ⋯ , ∆𝜇𝑔,𝑛

𝑙 ]
𝑇
 

𝑊 = ∑𝑔𝑗
𝑙𝜇𝑔,𝑗

𝑙

𝑗

 

𝟏 = [1,1,⋯ ,1]𝑇  

𝑮𝒍𝝁𝒈
𝒍 = [𝑔1

𝑙𝜇𝑔,1
𝑙 , 𝑔2

𝑙 𝜇𝑔,2
𝑙 , ⋯ , 𝑔𝑛𝑠𝑜

𝑙 𝜇𝑔,𝑛𝑠𝑜
𝑙 ]

𝑇
 

 

また、上付きの T は転置を表し、𝑰 は単位行列で

ある。上記により、解の増分（𝚫𝑮𝒍）および計算過

程のパラメータの増分（𝚫𝝁𝒈
𝒍 ）を求める。(4) 式の

左辺の行列は正則であることが証明されている 10)。 

 

３．計算方法 

3.1 主双対内点法における連立一次方程式計算 

 方程式 (4) は、部分的ピボッティングを行うガ

ウス消去法で解いた。 

 

3.2 繰り返し計算法 

 方程式 (4) の解であるパラメータの増分を求

め、既報 13) の方法により、繰り返し計算を行って、

𝑔𝑗
𝑙、𝜇𝑔,𝑗

𝑙  を更新した。 

 

3.3 計算の初期値および収束条件 

 前項の繰り返し計算における発生源寄与の初期

値は、i 番目の環境濃度を 𝑦𝑖、発生源プロファイ

ルでの i,j 番目の要素を 𝜁𝑖𝑗(> 0) としたとき、j 番

目の発生源寄与の初期値 𝑔𝑗
1 を次式で取った。 
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𝑔𝑗
1 = min (

𝑦𝑖

𝜁𝑖𝑗

) 

 

 収束条件は、 

 

𝐷𝐸 = 10−2 ∙ max(𝑔𝑗
𝑙) 

 

として、繰り返しの 10 回毎について 

 

|∑ max(|∆𝑔𝑗
𝑘+10|) −

𝑙+10

𝑘=𝑙

∑ max(|∆𝑔𝑗
𝑘|)

𝑙+10

𝑘=𝑙

| < 𝐷𝐸 

 

となることとした。 

 

3.4 用いた CMBモデルと比較のための計算手法 

 米国 EPAの CMBダウンロードサイト 2) で公表

されている発生源プロファイルと環境データを使

用した（pack2, 1978 年 1 月 24 日、微小粒子）。表

1 にテストデータを示した。 

 また、花石らが既報 8) で解析例を報告した、東

京湾底質のダイオキシン類をPCPなどの農薬不純

物由来と仮定する解析を今回の最尤法でも試行し

た。データセットは既報 8) にあるのでここでは略

す。 

 非負拘束法を含む有効分散最小二乗法 (EV) の

計算は、筆者が頒布している CMB マクロ 12),13) に

より行った。方法は、(1) EV 全発生源選択、(2) EV 

負の寄与を与える発生源除去法、(3) 非負拘束 EV

および (4) 最尤法を試みた。 

 

４．結果 

4.1 大気中微小粒子（米国 EPAテストデータ）の

解析結果 

 表 2 に寄与率を示し、図 1 に寄与率の円グラフ

を描画した。なお、「(a) EV 全発生源」では表 2 の

寄与率が図 1 の数値と異なっているが、これは負

の寄与を描画できないため、非負の寄与だけで描

画しているためであり、間違いではない。 

 

4.2 底質のダイオキシン類の解析結果 

 表 3 に寄与率を示し、図 2 に寄与率の円グラフ

を描画した。「(a) EV 全発生源」については前項と

同様である。

 

表 1 テストデータとして用いた発生源プロファイルおよび環境濃度（米国 EPAテストデータ） 

   

表 2 CMB計算で得られた寄与率（米国 EPAテストデータ） 

 

 

表 3 CMB計算で得られた寄与率（東京湾底質のダイオキシン類） 
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図 1 米国 EPAテストデータについての CMB計算により得られた発生源寄与率。(a) EV全発生源選択、(b) EV

負の発生源寄与除去、(c) 非負拘束 EV法、および (d) 最尤法。 

 

     

図 2 東京湾底質 DXN類についての CMB計算により得られた発生源寄与率。(a) EV全発生源選択、(b) EV負の

発生源寄与除去、(c) 非負拘束 EV法、および (d) 最尤法。 

 

５．考察 

5.1 多重共線性がある場合の有効分散最小二乗

法(EV)と最尤法での寄与の与え方について 

 今回用いたデータセット（米国 EPA テストデー

タおよび東京湾底質 DXN 類）では、全発生源を用

いた有効分散最小二乗法 (EV) の結果で、負の寄

与が現れており、その回避が必要であった。 

 これら 2 種類のデータで、「全発生源 EV」で負

の寄与を与えた発生源の寄与が、「EV 負の寄与の

発生源除去」および「非負拘束 EV」でゼロになっ

ている。これはこれらの計算アルゴリズムが同じ

ように負の寄与の発生源を除去するからと考えら

れる。 

 一方、最尤法は、米国 EPA テストデータにおい

て、「全発生源 EV」で負の寄与を与えた発生源に

ついて、この方法の収束解として正の発生源寄与

を与えた。この結果は、前述の二つの方法と際立

って違う点であった。最尤法は「非線形最適化」

を解く方法に置換されるが、その最適解は、単純

な発生源選択（全か、あるいは部分的に取捨選択

するかどうか）がなされる場合に比べて、より真

値に近い結果を与えると考えられた。 
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5.2 多重共線性により解として対をなす発生源 

表 2 で、米国 EPA テストデータについての EV

計算結果を最尤法計算結果と比較すると、KRAFT

という発生源寄与が、前者で高く算出されたこと

が分かった。この KRAFT の寄与率は、負の発生

源除去および非負拘束有効分散最小二乗法では、

全発生源選択の場合よりも低く算出された。すな

わち、KRAFT は多重共線性の影響を比較的強く受

ける発生源の可能性があると考えられた。 

一方、発生源 MARINE は、「全発生源 EV」で負

の寄与率を与え、方法 (b) および (c) で寄与がゼ

ロ、(d) 最尤法で正の寄与を与えた。最尤法で発生

源 KRAFT の寄与率がそれ以外の方法による結果

と比べて、著しく低下していることを考え合わせ

れば、発生源 KRAFT と MARINE は多重共線性が

あり、最小二乗法を行う線形代数の計算上、対を

なして挙動すると考えられた。 

 

６．結語 

 最尤法による CMB 計算について、非線形最適

化の一法である主双対内点法により数式を展開し、

その解法を表計算ソフトのマクロに組み込み、表

計算ソフトで計算が完結するようにした。これは、

データの取扱いの上で取り組みやすい解析環境を

与えたと考える。 

 データセットの一例を取り上げ、最尤法による

発生源寄与の算出結果を従来法の有効分散最小二

乗法によるものと比較した。 

 今回取り上げたデータセットはあくまでも一例

に過ぎず、今後、この方法による発生源寄与推定

結果を積み重ねることで、方法の長所および短所

が明らかになると考える。 
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A chemical mass balance method giving nonnegative source contribution by the maximum 

likelihood method 

 

Ryuji Hanaishi 

 

 

The author takes up an example where the maximum likelihood method is applied to the chemical mass balance 

(CMB) method of the receptor model which is a source apportionment analysis method for environmental pollution. The 

maximum likelihood method is a method of finding random variables that maximize the likelihood function. Of the calculation 

methods of the maximum likelihood method, the "primal-dual interior-point method" is one of nonlinear optimization solutions 

subjected to nonnegative constraints. In this paper, the author introduces the calculation method which solves the CMB by a 

macro of the spreadsheet software using the primal-dual interior-point method. 

 

 

Key words: Chemical mass balance, Primal-dual interior-point method, Non-linear optimization  

 

 

 


