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要   旨 

 環境汚染における発生源寄与解析手法であるレセプターモデルのケミカルマスバランス法のうち，ベイズ統計手法を

マルコフ連鎖モンテカルロ（MCMC）法と組み合わせた柏木らの既報（2006）のアルゴリズムを，表計算ソフトのマクロ

に移植した。移植に当たって数値計算法を改良した。この方法では，モデル式および尤度に明確に未知発生源の寄与と

組成を組み入れており，これらを評価でき，また物理的に意味のない負の発生源寄与を理論的に与えない。さらに，こ

の方法は比率モデルを用いているため，従来よりも，物理的に解釈がより容易な発生源寄与を与える。計算結果から，

本研究の方法は発生源解析に有用であることが示された。 

 

 

 

1．はじめに 

環境汚染解析において，ケミカルマスバランス

（Chemical Mass Balance, CMB）法は，Positive 

Matrix Factorization（PMF）法と並んでよく用いら

れている1)。 

CMB法では，発生源サイドの化学種濃度である発生

源プロファイルと，環境サイドの化学種濃度から，数

理解析により，発生源寄与を求める。 

この計算ソフトとして最もよく用いられてきたの

が，米国環境保護庁（USEPA）のCMB82)である。このソ

フトウェアは，計算法として，発生源サイドと環境サ

イドの双方の観測誤差を考慮する「有効分散最小二乗

法（EVLSQ）」3)を採用している。 

最小二乗法を用いるCMB法では，発生源プロファイ

ルに，組成比の類似した発生源がある場合，これらの

発生源に対して，負の寄与を与えることがあり，これ

までのCMB計算手法開発においては，この負の寄与を

回避することに重きが置かれてきた 4),5)。この中で，

我が国の柏木らの「ベイズ統計手法によるCMB法」6)は，

最小二乗法などの従来法とは原理的に異なる特徴を

持ち，また，未知発生源の存在を仮定し，解析により

その寄与と組成を求めることができる。 

柏木らのCMBソフトはスタンドアロン7)であるが，早

狩および著者は，USEPAのCMB8を，表計算ソフトとして

用いられているマイクロソフト社エクセルのマクロ

機能に移植した経緯がある8)。そこで，本研究では，

柏木らのベイズ統計手法によるCMB計算法を，数値計

算法を改めつつ，エクセルマクロに移植し，表計算ソ

フト上であたかもその固有の機能のようにCMB計算が

できるようにしたので報告する。 

 

2．マルコフ連鎖モンテカルロ(MCMC)法と柏木

らのベイズ統計手法の概略 

以下にMCMC法9)について概略を示す。 

モンテカルロ法とは，乱数を用いて数理モデル計算

を行う方法の総称であり，その論拠を「大数の法則」

に置く。これは，R個の乱数を用いたモデル計算結果

で，Rを無限大に取った場合の標本平均値が，その期

待値に等しくなるというものである。 

マルコフ連鎖とは，過去-現在-未来の，時系列の確

率過程において，「未来」が「現在」だけに依存し，

「過去」の記憶がないものを指す。 

その連鎖において，時系列をつなぐ因子，マルコフ

連鎖においては「現在」から「未来」を関係づける因

子を推移核という。多数回の推移核の乗算で，確率分

布がそれ以上変化しなくなった場合，その確率分布を

定常分布という。 
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柏木らのCMB研究6)の要点は，CMB法にベイズ統計を

導入した場合の確率変数の母数としてのパラメータ

についての尤度（ゆうど，もっともらしさを示す式）

から，ギブズサンプラーと呼ばれる推移核を採用して，

条件付き確率分布の式である切断（打ち切り）正規分

布のパラメータの数式を導出したことであった。この

数式によりMCMC法の計算が可能になり，これを繰り返

し行うことで，CMBパラメータの期待値などを求める

方法が確立された。 

 

3．理論 

3.1 CMBモデル式 

柏木らによるCMBモデル式 6)を比率モデル 10)で記述

すると次式のとおりとなる。 

𝜁𝑖 =∑𝜉𝑖𝑗𝜃𝑗

𝑛𝑗

𝑗=1

+𝜔𝑖 (1 −∑𝜃𝑗

𝑛𝑗

𝑗=1

) (1) 

条件として， 

𝜔𝑖 ≥ 0, ∑ 𝜔𝑖
𝑛𝑖−1

𝑖=1 ≤ 1, 𝜃𝑗 ≥ 0, ∑ 𝜃𝑗
𝑛𝑗
𝑗=1

< 1 

ここで， 

𝜁𝑖：環境サイド化学種濃度（単位:g/g） 

𝜉𝑖𝑗：発生源プロファイルの行列要素（単位:g/g） 

𝜃𝑗：寄与（無次元） 

𝜔𝑖：未知発生源の組成（単位:g/g） 

𝑛𝑖：化学種の数に1を加えた数 

𝑛𝑗：発生源の数 

𝑖：化学種を示す添え字 

𝑗：発生源を示す添え字 

である。 

柏木らの原典6)では，比率モデルにおいて，𝑛𝑖 個の

化学種の濃度の和が 1 g/g となることを想定してい

る。よって，独立な化学種濃度は，𝑛𝑖 − 1 個となる。 

一方，本研究では，𝑛𝑖′ 個の観測可能な化学種に着

目し，この個数の化学種が独立な濃度を持つと考え，

完全な組成把握を前提としなかった。よって柏木らの

記述の化学種数について，𝑛𝑖 = 𝑛𝑖
′ + 1 個となることか

ら，柏木らの取り扱いの 𝑛𝑖 を化学種の数+1と読み替

える。 

 以下で，環境サイド化学種濃度 𝜁𝑖 と発生源プロフ

ァイル濃度測定値 𝜉𝑖𝑗 の実現値を，それぞれ 𝑍𝑖，𝑥𝑖𝑗 

とし，これらのベクトルおよび行列表現を 𝒁，𝒙 とす

る。また，寄与 𝜃𝑗 および未知発生源の組成 𝜔𝑖 のベ

クトル表現をそれぞれ 𝜽，𝝎 とする。 

 これらのベクトルおよび行列を要素で記述すると

以下のとおりである。 

𝒁 = (

𝑍1
⋮

𝑍𝑛𝑖−1
), 𝒙 = (

𝑥11 ⋯ 𝑥1,𝑛𝑗
⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛𝑖−1,1 ⋯ 𝑥𝑛𝑖−1,𝑛𝑗

) 

𝜽 = (

𝜃1
⋮
𝜃𝑛𝑗

), 𝝎 = (

𝜔1
⋮

𝜔𝑛𝑖−1
) 

この取り扱いでは，発生源プロファイル行列の誤差

を考慮せず，𝜉𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 とし，環境サイド化学種濃度測

定の誤差だけを考慮に入れる。  
3.2 分散共分散行列 

 本研究では，分散共分散行列 𝝈 が対角的と仮定し

た。すなわち，環境サイドにおける化学種 𝑖 の濃度

の測定値 𝑍𝑖（単位:g/g）の不確かさとして与えられ

る分散を 𝜎𝑖
2 として， 

𝝈 = diag(𝜎𝑖
2) = (

𝜎1
2 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜎𝑛𝑖−1

2
) (2) 

とした。 

 

3.3 MCMC法の適用 

3.3.1 柏木らの方法によるMCMC計算法 

パラメータの乱数初期値として区間 [0,1] の一様

乱数を用い，柏木らに記述された確率変数が従う切断

正規分布の平均値，分散および範囲（表1）から，その

切断正規分布に従う乱数を生成させ，この数を単一連

鎖法で更新していく。表1において，平均値 𝜇𝑡，分散 

𝜎𝑡
2 であり，𝑎，𝑏 をその分布の下限および上限として

いる。 

 

表1 発生源寄与 𝜃𝑗 および未知発生源の組成 𝜔𝑖 に

ついての確率密度を与える切断正規分布のパラメー

タの表式 

𝜃𝑚 

𝜇𝑡 
{𝒁 − 𝒙−𝑚𝜽−𝑚 −𝝎(1 − 𝟏𝑛𝑗−1𝜽−𝑚)}

𝑡

𝝈−1(𝒙𝑚 −𝝎)

{𝒙𝑚 −𝝎}
𝑡𝝈−1(𝒙𝑚 −𝝎)

 

𝜎𝑡
2 

1

{𝒙𝑚 −𝝎}
𝑡𝝈−1(𝒙𝑚 −𝝎)

 

𝑎 0 

𝑏 1 − 𝟏𝑛𝑗−1𝜽−𝑚 

𝜔𝑚 

𝜇𝑡 
1

𝜏𝑚𝑚
{
(𝒁 − 𝒙𝜽)𝑡𝝉𝑚

(1 − 𝟏𝑛𝑗𝜽)
− 𝝎−𝑚

𝑡 𝝉−𝑚} 

𝜎𝑡
2 

1

𝜏𝑚𝑚 (1 − 𝟏𝑛𝑗𝜽)
2 

𝑎 0 

𝑏 1 − 𝟏𝑛𝑖−2𝝎−𝑚 
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 計算では，単一連鎖法によりそれぞれのパラメータ

を1個ずつ更新していくが，更新されるパラメータの

添え字が表1における 𝑚 である。1回の更新回ですべ

てのパラメータを1個ずつ更新して，それが終わった

後に次の更新回に進む。これにより，乱数から出発し

たパラメータセットについて，マルコフ連鎖させ，定

常分布を得る。 

ここで， 

𝝎−𝑖 =

(

  
 

𝜔1
⋮

𝜔𝑖−1
𝜔𝑖+1
⋮

𝜔𝑛𝑖−1)

  
 

, 𝜽−𝑗 =

(

 
 
 
 

𝜃1
⋮

𝜃𝑗−1
𝜃𝑗+1
⋮
𝜃𝑛𝑗 )

 
 
 
 

, 𝜏𝑖𝑗 = (𝝈
−1)𝑖𝑗 

𝝉𝑖 = (

𝜏1𝑖
⋮

𝜏𝑛𝑖−1,𝑖
), 𝝉−𝑖 =

(

 
 
 

𝜏1𝑖
⋮

𝜏𝑖−1,𝑖
𝜏𝑖+1,𝑖
⋮

𝜏𝑛𝑖−1,𝑖)

 
 
 

, 𝒙𝑗 = (

𝑥1𝑗
⋮

𝑥𝑛𝑖−1,𝑗
) 

𝒙−𝑗 = (

𝑥11 ⋯ 𝑥1,𝑗−1 𝑥1,𝑗+1 … 𝑥1,𝑛𝑗
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛𝑖−1,1 ⋯ 𝑥𝑛𝑖−1,𝑗−1 𝑥𝑛𝑖−1,𝑗+1 ⋯ 𝑥𝑛𝑖−1,𝑛𝑗

) 

である。 

 

3.3.2 乱数の処理 

 MCMC計算法における乱数の一般的な数値処理方法

を記述する。 

切断正規分布に従う乱数 𝑥𝑡 を求める方法は以下

のとおりである。表1のパラメータの切断正規分布に

よって，𝑢 を入力するパラメータ（単一連鎖法計算の

初期値の場合は一様乱数，それ以降の場合は，連鎖の

前段階の 𝑥𝑡），𝜙 を標準正規分布の累積分布関数と

して，次式によった。 

𝑥𝑡 = 𝜙
−1[𝜙(𝛼) + 𝑢{𝜙(𝛽) − 𝜙(𝛼)}]𝜎𝑡 + 𝜇𝑡 

𝛼 =
𝑎 − 𝜇𝑡

𝜎𝑡
 

𝛽 =
𝑏 − 𝜇𝑡

𝜎𝑡
 

累積分布関数 𝜙(𝛼) の算出には，計算コードをすべ

てエクセルVBAで記述した場合はそのワークシート関

数を用い，C言語で記述し，DLLに搭載した関数を用い

る場合は，区間[−5𝜎𝑡 + 𝜇𝑡 , 𝛼]を100等分して，一次元正

規分布確率密度関数について，数値的に積分を求めた。 

また，その逆関数 𝜙−1 は，次で定義される相補的

累積分布関数の逆関数の有理近似公式 11)を用いて計

算した。 

 まず，累積分布関数を 𝜙(𝑥)，相補的累積分布関数を 

𝜙𝑐(𝑥) とすると， 

𝑝 = 𝜙(𝑥) 

𝜙(𝑥) + 𝜙𝑐(𝑥) = 1 

𝑥 = 𝜙−1(𝑝) = 𝜙𝑐
−1(1 − 𝑝) 

𝑝 = 𝜙(𝑥) = 𝜙𝑐(−𝑥) 

𝑥 = 𝜙−1(𝑝) = −𝜙𝑐
−1(𝑝) 

が成り立つ。 

 相補的累積分布関数 𝑝 = 𝜙𝑐(𝑥𝑝) について，0 < 𝑝 ≤

0.5 のとき，その逆関数 𝜙𝑐
−1 は，近似的に有理関数で， 

𝑥𝑝 = 𝑡 −
𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡

2

1 + 𝑑1𝑡 + 𝑑2𝑡
2 + 𝑑3𝑡

3
+ 𝜖(𝑝) 

𝑡 = √log (
1

𝑝2
) 

𝑐0 = 2.515517, 𝑐1 = 0.802853, 𝑐2 = 0.010328 

𝑑1 = 1.432788, 𝑑2 = 0.189269, 𝑑3 = 0.001308 

|𝜖(𝑝)| < 4.5 × 10−4 

と表せて，𝑝 > 0.5 のときは，𝑝′ = 1 − 𝑝 から計算でき

る。 

以上から，累積分布関数の逆関数は，相補的累積分

布関数の逆関数を用いて次式で定義される。 

𝑥𝑡 = 𝜙
−1(𝑝) = {

−𝜙𝑐
−1(𝑝) 0 < 𝑝 ≤ 0.5

𝜙𝑐
−1(1 − 𝑝) 0.5 < 𝑝 < 1

 

 

3.3.3 累積分布関数の逆関数演算における数

値処理と多重連鎖法による計算 

 本研究では，累積分布関数の逆関数計算の安定性を

確保するため，切断正規分布の厳密な範囲 [𝑎, 𝑏] から，

計算機イプシロンとして与える 𝜀 = 1 × 10−10 だけ範

囲の両端を狭め，出力パラメータの範囲を [𝑎 + 𝜀, 𝑏 −

𝜀] として，この範囲に入らないパラメータは，それぞ

れ，その下限 𝑎 + 𝜀 あるいは上限 𝑏 − 𝜀 の値とした。 

また，単一連鎖法により定常分布を得る計算を，異

なった乱数初期値から行う多重連鎖法と組み合わせ，

乱数初期値に依存しない，確率変数としてのパラメー

タの期待値を取得した。 

 なお，単一連鎖法においては，初期の更新回数では，

乱数初期値の影響が大きいので，確率変数の期待値を

求める際に，最初の数十から数千回の更新結果を無視

する。これを burn-in と呼ぶ。 

 

3.4 計算で得られる寄与などの誤差 

 いま，確率変数として扱うパラメータ 𝜽，𝝎 を一

般的に Λ𝑚 と記述し，乱数初期値を出発点として，𝑟
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回のMCMC計算を行い，𝑛0 回までのburn-inの後で得ら

れたパラメータを 𝜆𝑚(𝑟) とすると，モンテカルロ積

分の定義から，期待値および誤差分散として，次の(3)

式を得る。 

𝐸(Λ𝑚) ≅
1

𝑛𝑟 − 𝑛0
∑ 𝜆𝑚(𝑟)

𝑛𝑟

𝑟=𝑛0+1

var(Λ𝑚) ≅
1

𝑛𝑟 − 𝑛0
∑ 𝜆𝑚

2 (𝑟)

𝑛𝑟

𝑟=𝑛0+1

− 𝐸2(Λ𝑚)
}
 
 

 
 

 (3) 

 以下に，本研究における発生源寄与の誤差推定を記

述する。 

再現される環境サイド化学種濃度の誤差は，発生源

プロファイルが確率変数ではなく，寄与が確率変数で

あるから，単純に発生源プロファイルの重みを，その

2乗として乗じ，絶対誤差の伝播により計算する。さ

らに，未知発生源の組成が確率変数で，その寄与は既

知の発生源寄与としての確率変数の和を1から減じた

数であり，これらの積が環境サイド化学種濃度に加わ

る。確率変数の和の誤差は絶対誤差の伝播で，確率変

数と確率変数の積の誤差は相対誤差の伝播によるこ

とから，この項の誤差分散を求めることができる。 

 以上から，環境サイド化学種濃度の誤差分散は次式

で表せる。 

var(𝜁𝑖) =∑𝜉𝑖𝑗
2 var(𝜃𝑗)

𝑛𝑗

𝑗=1

 

+{
var(𝜔𝑖)

𝜔𝑖
2 +

∑ var(𝜃𝑗)
𝑛𝑗
𝑗=1

(1 − ∑ 𝜃𝑗
𝑛𝑗
𝑗=1

)
2}{𝜔𝑖 (1 −∑𝜃𝑗

𝑛𝑗

𝑗=1

)}

2

 

 

 

(4) 

 環境サイド化学種濃度の再現率(𝐶/𝑀)は，実測値に

対する，計算された環境サイド化学種濃度の比である。

実測値の誤差分散 𝜎𝑖
2 およびCMBにより再現された濃

度についての(4)式の誤差分散から，再現率の誤差分

散が相対誤差の伝播により計算できる。すなわち， 

var{(𝐶 𝑀⁄ )𝑖} = {
var(𝜁𝑖)

𝜁𝑖
2 +

𝜎𝑖
2

𝑍𝑖
2} (𝐶 𝑀⁄ )𝑖

2 

である。 

 

4．PM2.5解析例 

 表2に青森県弘前市文京小学校で2019年5月8日に採

取されたPM2.5の無機成分のうち，金属元素について

のCMB解析についての発生源プロファイル，環境サイ

ドデータおよびCMB解析結果を示した。この場合の発

生源プロファイルは，環境省12)および東京都13)の調査

集計結果を引用した。 

 表2で，発生源プロファイルはmg/kg単位で，測定結

果はg/m3で記述しているが，計算の内部コードで，双

方g/g単位に換算した。また，表2における環境サイド

化学種濃度の標準偏差は，測定値の不確かさとしての

定量下限を10で除した濃度により推定した。 

 CMB計算は，以下の5手法により試行した。それらは

「ベイズ統計手法」，「EVLSQ 全発生源（有効分散最

小二乗法）」2),3)，「EVLSQ 負の寄与の発生源除去」
2),3)，「非負拘束EVLSQ」4)および「非線形最適化法」5)

である。 

 ベイズ統計手法のCMB計算条件は，burn-in回数を

800回，単一連鎖法回数を1000回，多重連鎖法回数を10

回とした。なお，柏木ら6)は，単一連鎖法の計算回数

を400万回取っているが，本研究の方法において表2の

データに応用する限りでは，その回数を1000回と取っ

て，十分な精度（区間[0,1]の寄与に対して，1 × 10−7 未

満の標準偏差）が得られた。 

 また，板野ほか14)が記述しているように，マルコフ

連鎖では，更新された連鎖の乱数が，その直前の乱数

に影響されるため，10回に1回の乱数データのみを，

確率変数の期待値を求める際に使用した。 

 なお，CMB計算には，アンモニウムイオン，硝酸イオ

ン，硫酸イオンおよび塩化物イオンは加えなかったが，

二次生成粒子の影響を考えるため，寄与として，結果

の表に含めている。 

この計算結果の表では，「ベイズ統計手法」以外は，

発生源寄与の和を取り（上述のアンモニウムイオンほ

か4種の寄与を含む），1から減じた値を未知発生源寄

与とした。なお，発生源寄与の和が1以上の場合には，

未知発生源寄与は0とした。 

 

5．考察 

5.1 発生源寄与の与え方 

 今回検討した計算手法について，表2から，全発生

源を用いた「EVLSQ 全発生源」では負の寄与が得られ

ており，これを回避すべき改良した計算法の適用が期

待された。すなわち，物理的に意味のある発生源寄与

の解を求めるためには，負の寄与を与えないベイズ統

計手法あるいは負の寄与の発生源を除去するEVLSQ法，

非負拘束EVLSQ法，非線形計画化法の適用が必要とな

った。 

表2では，上記のベイズ統計手法以外で，かつ「EVLSQ

負の寄与の発生源除去」以外の方法では，未知発生源

の寄与は0になった。これは，これらの方法で，高い寄

与を与える発生源が存在し，寄与の和が1を超えるか

らである。これらの手法では，発生源寄与の下限とし 
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表2 (a) 青森県内のPM2.5測定結果解析の発生源プロファイルおよび環境サイド濃度 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) CMB計算結果（数値は寄与（無次元）） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                               

(a) ベイズ統計手法               (b) EVLSQ全発生源        (c) EVLSQ負の寄与の発生源除去 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                    

(d) 非負拘束EVLSQ                 (e) 非線形最適化法 

図1 青森県内のPM2.5測定結果（表2）の各種CMB計算法での計算結果比較。円グラフは寄与率。 

 

て0を取るが，その上限は制限していない。一方，ベイズ

統計手法では，寄与の和に上限（未知発生源寄与を加え

て和が1）を設けて，未知発生源の寄与と組成の推定を組

み入れている。このことが，上述の結果の違いを与えた

と考えられた。 

比率モデルでは，発生源寄与が区間[0,1]に入り，発生
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源から希釈こそされ，濃縮されずに環境サイドに到達す

るという合理的な物理的解釈が可能である。また，発生

源サイドから環境サイドへの質量均衡を考慮するために

は，柏木らの方法のように，未知発生源の存在を考慮し

て，発生源寄与に上限を設けるべきである。これを考慮

できる点で，柏木らの手法は，優れているといえる。 

 図1では，負の寄与の発生源を除去するEVLSQ法，非負

拘束EVLSQ法および非線形計画化法の3法では，円グラフ

の傾向が類似した。一方，ベイズ統計手法では，それ以

外の方法の結果とは異なった傾向であった。この原因は，

ベイズ統計手法が他の方法と比較し，考え方がまったく

異なる計算を行っているからと考えられた。 

 

5.2 C言語によるDLLに搭載した関数を用いた場合

の有利な点 

 表2のベイズ統計手法の計算におけるMCMC計算の所要

時間は，C言語で記述したDLLに関数を搭載し，これをエ

クセルVBAから呼び出す方法では2.74秒，すべてエクセル

VBAでコードした場合には169秒を要した。よって，C言語

DLLの使用により，計算時間を60倍以上高速化することが

可能であった。 

 

6．結論 

 ベイズ統計手法によるCMB法は，次の点で長所がある。 

1) 比率モデルによる計算方法であり，物理的に明解な意

味を持つ発生源寄与を与える。 

2) その発生源寄与は負になることはない。また，寄与の

上限についても設定している。 

3) 未知発生源の存在を明確に考慮したモデルによって

おり，その寄与および組成がCMB計算で与えられる。 

4) 多数回の繰り返し計算を行うが，C言語のDLL関数を呼

び出すことで，その計算を高速化できる。 

 今回の数値計算手法の検討により，これまでのMCMC法

と比較して，非常に高速に計算結果が得られた。よって，

この方法は時系列データのような大量のデータ処理に耐

えうる方法と考えられた。 

 以上から，本研究のベイズ統計手法によるCMB法が有用

であることが示された。本研究で開発したエクセルマク

ロは，解析・集計で得られたデータ表から直接CMB計算を

行える有利さを備えている。 

 なお，現在，青森県環境保健センターでは，本研究で

開発したマクロの時系列データへの応用を検討中である。 
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